5. Netiesinio uždavinio formuluotė 
5.1. Ypatumai 
Formuluojant netiesinius uždavinius, skirtingai nuo tiesinių negalioja ne tik atskiros tiesinio uždavinio prielaidos, bet netgi keičiasi esminės sąvokos. Bendruoju netiesinio uždavinio atveju visi dydžiai gali kisti deformavimo (apkrovimo) proceso eigoje ir yra apibrėžiami kaip laiko t funkcijos. Tas pasakytina ne tik apie apkrovą kaip tam tikrą procesą, kur, {F} ( {F(t)}, būvio kintamuosius - įtempimus {(} ( {((t)}, poslinkius {u} ( {u(t)} ir deformacijas {(} ( {((t)}, bet ir apie kūno matmenis, pavyzdžiui, L ( L(t), kintančias medžiagos savybes, pavyzdžiui, tamprumo modulis E ( E(t). 
Panagrinėsime įtempimus vienmačiame kūne arba strype. Šiuo atveju įtempimas yra jėgos F ir skerspjūvio ploto A santykis
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Analogiškai galima apibrėžti deformacijas, kaip strypo pailgėjimo (L santykį su jo ilgiu L:
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Kintant skaitikliui ir vardikliui, dingsta objektyvus atskaitos kriterijus, o įtempimai ir deformacijos pasirodo nesą absoliučiai objektyvūs kūno būvio matai. Netiesinio uždavinio kintamiesiems apibrėžti reikalingas kitoks požiūris. 

5.2. Pagrindinės sąvokos 
Aptarsime kai kurias sąvokas, naudojamas netiesinėje deformuojamo kūno mechanikoje ir kontinuumo mechanikoje. Panagrinėsime kieto deformuojamo kūno judėjimą, aprašytą stačiakampėje koordinačių sistemoje. Kūno judėjimas laike t apibrėžiamas diskretiniuose laiko intervaluose, pažymėtuose kaip 0, 
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 yra laiko prieaugis. Priimant,  kad  judėjimas taškuos 0, 1, 2,..., t yra jau apibrėžtas, netiesinio uždavinio tikslas aprašyti judėjimą intervale tarp t ir SYMBOL 68 \f "Symbol"t. Kūno judėjimą aprašysime nagrinėdami jo atskirų taškų judėjimą, kitaip sakant,mes naudosime materialinį arba Lagranžo aprašymą (5.1 pav.).

Taško P koordinatės laiko momentu t = 0 žymėsime 
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. Galima jas žymėti vektoriumi 
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. Kūno konfigūracija laike 0 dar vadinama pradine konfigūracija. Atitinkamai laiką t žyminti konfigūracija, dar vadinama atskaitos konfigūracija. Joje koordinatės žymi vektorius 
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 Konfigūracija laike 
[image: image11.wmf]t

+

 t

D

 vadinama aktualiąja konfigūracija. Joje koordinatės žymimos 
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. Taigi laiką žymi viršutinis kairysis indeksas.
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5.1 pav. Kūno judėjimo istorija

Analogišku būdu žymimi ir poslinkiai 
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. Koordinatės skirtingose konfigūracijose surišamos priklausomybėmis, išreikštomis per poslinkius {u}:
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(5.1a)

Iš čia matyti, kad konkretūs poslinkiai išreiškiami koordinačių pokyčiais. Laiko momentu t 
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 išreiškiami kaip
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 (5.1b)

Poslinkių prieaugiai paprastai suprantami kaip poslinkių pokyčiai, pereinant iš atskaitos konfigūracijos į aktualiąją konfigūraciją 
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Poslinkių prieaugis konfigūracijoje 
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 išreiškiamas paprastai:
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Judant kūnui keičiasi jo tūris 
[image: image21.wmf]V, paviršiaus plotas S, tankis SYMBOL 114 \f "Symbol", medžiagos pastoviosios konstantos (, G ir t.t., taip pat įtempimai {(} ir deformacijos {(}.

Kūno pastoviosios konstantos atitinkamais laiko intervalais apibrėžiamos analogiškai koordinatėms 
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5.3. Įtempimai ir deformacijos 
Deformacijų {(} ir įtempimų {(} apibrėžimai yra susiję ne tik su konfigūracija kurioje tie dydžiai yra nagrinėjami, bet ir su konfigūracija, kurios atžvilgiu jie yra apibrėžiami. Analogiškai žymimos ir tūrinės ar paviršinės apkrovos. Atskaitos konfigūracijai apibrėžti įvedamas kairysis apatinis indeksas. Įtempimai {(} aktualioje konfigūracijoje atskaitos konfigūracijos atžvilgiu yra žymimi 
[image: image23.wmf]}

{

σ

Δt

t

t

+

. Jeigu nagrinėjama ir atskaitos konfigūracijos sutampa apatinis indeksas gali būti paleidžiamas 
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Išskirstytos apkrovos žymimos analogiškai. Paviršiaus apkrova {t}, aktualioje konfigūracijoje apibrėžta pradinės konfigūracijos atžvilgiu žymima 
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Kontinuumo mechanikoje (netiesinėje deformuojamo kūno mechanikoje) yra naudojami įvairūs įtempimų ir deformacijų matai, kurie atsirado nagrinėjant šiuos dydžius skirtingose konfigūracijose. Apsiribosime tais matais, kurie jau įgijo didesnę praktinę reikšmę.

Kaip pavyzdį, šiek tiek panagrinėsime įtempimus {(}. Kartais įtempimus patogiau vaizduoti matrica [(], nes toks žymėjimas sutapatinamas su kontinuumo mechanikoje įprastais įtempimų tenzoriais. Praktikoje dažniausia naudojami Košy (inžineriniai) ir antrasis Piolos-Kirchhoffo įtempimai arba konkrečiau įtempimų tenzoriai ar vektoriai. Košy įtempimas apibrėžiamas laike kintančių konfigūracijų atžvilgiu. Sakykime, kad atskaitos konfigūracijose jis gali būti apibrėžtas kaip 
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. Antrasis Piolos-Kirchhoffo įtempimas apibrėžiamas kaip įtempimas pradinės konfigūracijos atžvilgiu. Atskaitos konfigūracijoje jis yra žymimas 
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Vienmačiu atveju 
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Ryšys tarp šių įtempimų tenzorių atskaitos konfigūracijai nustatomas formaliu būdu
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(5.3)

o atvirkštinis ryšys
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(5.4)

Dydžiai 
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 yra ne kas kita kaip deformacijų gradientai. Kaip matome, įtempimai yra susieti koordinačių gradientų operatoriumi, kuris priklauso nuo geometrinių pokyčių. Analogišku būdu apibrėžiami poslinkiai ir kiti dydžiai. 
Reikia priminti, kad netiesinio uždavinio atveju deformacijų tenzorius sudaro ne tik tiesinės, bet ir netiesinės deformacijų komponentės 
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(5.5)

kur 
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 yra tiesinė ir netiesinė dedamosios. 
Išskleista forma lygybė (5.5) gali būti gauta formaliai. Jeigu atsižvelgsime į antros eilės nykstamai mažus dydžius, tai:
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(5.6)

Yra išnagrinėta keletas netiesinių deformacijų išraiškų, prisirišant prie pavyzdžio. Tegu 
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Taigi klasikinė tiesinė deformacija, arba inžinerinė deformacija
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(5.7)
yra deformacija esant mažiems poslinkiams.
Kita deformacijos sąvoka – besisukanti inžinerinė deformacija. 
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(5.8)
 Tai taip pat tiesinė deformacija, tik nustatoma atsižvelgiant į baigtinius poslinkius. Čia 
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5.2 pav. Geometriškai netiesinis strypo deformavimas 
Pertvarkysime  besisukančią inžinerinę deformaciją 
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Čia naujas dydis εG yra vadinamas Gryno deformacija
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(5.9)
Galima įrodyti, kad netiesinė deformacija
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(5.10)
Kiti matai: 

a) Besisukanti logaritminė deformacija
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(5.11)
kuri
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b) Almanzi deformacija 
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(5.12)
Deformacijos kontinuumo mechanikoje apibrėžiamos tuo pačiu būdu. 
Gryno-Lagranžo deformacijos 
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, apibrėžtos atskaitos konfigūracijos atžvilgiu. Aktualioje konfigūracijoje apibrėžtos deformacijos 
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 yra vadinamos Almanzi deformacijomis. 
Ryšys tarp šių deformacijų tenzorių atskaitos konfigūracijai nustatomas formaliu būdu
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(5.13)
o atvirkštinis ryšys
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(5.14)

Taip apibrėžtos deformacijos kaip ir prieš tai aptarti Košy įtempimai aprašo tikruosius fiziškai egzistuojančius dydžius. Dėl to Košy įtempimai ir Almanzi deformacijos literatūroje dažnai vadinami tiesiog įtempimais ir deformacijomis arba inžineriniais įtempimais ir deformacijomis. 

Antruosius Piolos-Kirchhoffo įtempimus atitinka Gryno-Lagranžo deformacijos 
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, apibrėžtos atskaitos konfigūracijos atžvilgiu.

Ryšys tarp skirtingų deformacijų nustatomas analogiškai priklausomybėms (5.3-5.4) tarp įtempimų.

Įtempimų ir deformacijų poros 
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 sudaro dualias energetiškai susietas kintamųjų poras, kuriomis išreiškiami atitinkami vidinių jėgų darbai:
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(5.15)

Nesunku pastebėti, kad žinant vieno tipo kintamuosius laiko momentu t, galima nustatyti visus kitaip šioje konfigūracijoje apibrėžtus dydžius.

Kairieji indeksai bus naudojami norint išskirti skirtingas konfigūracijas. Kitais atvejais jie praleidžiami.
Galime palyginti deformacijos mato įtaką per energijas tempiamam strypui
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Iš čia 
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Esant besisukančiai inžinerinei deformacijai εE
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Esant Gryno deformacijai εG
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5.4. Kontinualiosios struktūros matematinis modelis 
Erdvės užpildymo požiūriu, netiesiškai deformuojamas kūnas, yra kontinualioji struktūra. Jos deformavimo uždavinys formuluojamas analogiškai TT uždaviniui. Čia galioja visi formalūs teiginiai, skiriasi tik lygčių formavimo prielaidos ir galutinės priklausomybės. Trumpai aptarsime esminius teiginius.  Kūnas gali būti veikiamas tūryje bei paviršiuje išsiskirsčiųsių poveikių. Dažniausiai tūriniai poveikiai išreiškia tūrines jėgas 
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, o paviršiaus poveikiai – paviršines jėgas 
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. Tam tikrais atvejais struktūrą gali veikti linijose 
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Struktūros būsena nusakoma būvio kintamaisiais – vektorine funkcija 
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. Populiariausioje deformuojamo kūno mechanikos uždavinių formuluotėje poslinkiais būvio kintamieji sutapatinami su poslinkių funkcijomis.

Kontinualiosios struktūros matematiniai modeliai išreiškia priklausomybes tarp nežinomų būvio kintamųjų ir žinomų išorinių poveikių funkcijų. Standartinė tokių priklausomybių išraiška, arba standartinis matematinis modelis, yra mišri diferencialinių-algebrinių lygčių sistema, kartais net neišreikštinu pavidalu. Taikant vektorinius žymėjimus, lygčių sistema gali būti užrašyta taip:
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Korektiškai formuluojant, lygtys (6.16) papildomos kraštinėmis sąlygomis, apibrėžtomis kontinualiosios

struktūros paviršiuje:
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čia 
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 yra netiesinis lygčių sistemos operatorius, 
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 – analogiškas kraštinių sąlygų operatorius. Pastarasis, priklausomai nuo kraštinių sąlygų pobūdžio, gali nusakyti ir diferencialines, ir algebrines priklausomybes. Modelis, aprašytas priklausomybėmis (5.16-17), yra kraštinis uždavinys. Esant reikalui, analogiškai, kraštinis uždavinys gali būti papildytas kraštinėmis sąlygomis paviršiaus kontūre L arba taškų aibėje P. 

Netiesiniuose uždaviniuose, kurių sprendinys kinta laike, būvio kintamieji 
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 bei išorinio poveikio funkcijos 
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 yra ne tik koordinačių, bet ir laiko t funkcijos. Šiuo atveju būvio kintamieji ar jų išvestinės turi atitikti papildomas sąlygas pradiniu laiko momentu t = 0, vadinamas pradinėmis sąlygomis. Kraštinis uždavinys kartu su pradinėmis sąlygomis yra vadinamas pradinių reikšmių uždaviniu.

5.5. Diskrečiosios struktūros modelis 
Užrašant būvio lygtį diskrečiajai struktūrai, netiesinės diferencialinės priklausomybės aprašomos algebriškai. Tuo tikslu, pritaikius vieną iš žinomu diskretizavimo metodų nežinomos funkcijos 
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 yra aprašomos nežinomųjų vektoriumi 
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. Atskiras atvejis diskrečiosios struktūros atvejis yra iš baigtinių elementų sudaryta struktūra. struktūros mazgų poslinkių vektorius 
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 tampa pagrindiniu modelio nežinomųjų vektoriumi.
Pagrindinius nežinomuosius apibrėšime formalia priklausomybe. Netiesiškai deformuojamos diskrečiosios struktūros pusiausvyros lygtį pateiksime praleisdami mechanines hipotezes ir formalias matematines operacijas. Taigi pusiausvyra užrašoma tokia lygčių sistema, arba matricine lygtimi:
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čia {U(t)} yra nežinomasis diskrečiosios struktūros poslinkių vektorius. Lygčių koeficientus sudaro [K] ( standumo matrica, o {F} yra išorinių apkrovų vektorius. Šių dydžių reikšmės gali kisti deformuojantis struktūrai. 

Išraiška (5.18) yra pakankamai bendra ir ją taikant galima įvertinti beveik visus deformuojamame kūne pasitaikančius efektus, įskaitant temperatūrą, valkšnumą, plastiškumą, geometrinį netiesiškumą, struktūrinius pakitimus ir pan. Priimant įvairias supaprastinančias prielaidas ir hipotezes, iš šio modelio galima sudaryti daugybę konkrečių modelių, aprašančių konkrečius efektus. 

Lygties pavidalas nepriklauso nuo konkretaus diskretizavimo metodo. Koeficientų matrica [K] bei laisvųjų narių vektoriaus {F} sudarymas baigtinių elementų metodu yra analogiškas tiesiniams uždaviniams. Šios matricos pirmiausia sudaromos atskiriems baigtiniams elementams, o visos sistemos matricos sudaromos taikant standartinę elementų surinkimo procedūrą.

Tiesinis statikos uždavinys 
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yra atskiras uždavinio (5.18) atvejis.

5.6. Netiesinio baigtinio elemento modelis
Bendroji pusiausvyros lygtis (5.18) aprašo baigtinių elementų rinkinį. Norint sudaryti šias lygtis, pakanka jas sudaryti vienam baigtiniam elementui.

Analogiškai tiesiniam uždaviniui, elemento darbas aprašomas netiesine algebrine lygtimi, į kurią įeina netiesinė koeficientų (standumo) matrica ir išorinių apkrovų vektorius. Taigi mūsų tikslas ( sudaryti lygtį vienam elementui e:
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Šioje lygtyje apkrova yra konservatyvioji ir nepriklauso nuo būvio kintamųjų {Ue}. Be to, laikas t tokioje formuluotėje tiesiogiai nefigūruoja ir 
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5.7. Netiesinio uždavinio formuluotė prieaugiais

Tiesioginės netiesinio uždavinio priklausomybės (5.19), aprašančios baigtinį elementą e, yra gana formalios. Jos gerai aprašo uždavinio savybes ir efektus, tačiau nekalba apie netiesinius uždavinius kaip laike kintančius procesus. 
Formuluotė prieaugiais traktuoja netiesinį uždavinį kaip uždavinį, aprašantį netiesinį procesą intervale tarp laiko momentų t ir t+Δ t. Toks požiūris padeda suvokti ir aprašyti visą laike kintantį procesą, kuriame struktūros būvis laike aprašomas seka būvių, užfiksuotų konkrečiuose laiko taškuose 
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Nagrinėsime baigtinį elementą e. Tarkime, kad išoriniai poveikiai apibrėžiami laike besikeičiančiu vektoriumi 
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, o būvio kintamieji aprašomi vektoriumi 
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. Aprašysime baigtinio elemento būseną kaip procesą, kintantį apibrėžtame laiko intervale. Paprastumo dėlei priimame pastovų laiko žingsnį, t. y. (t ( const. Netiesinio uždavinio (5.19), sprendimas reiškia būvio kintamųjų sekos 
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Lygtį (5.19), galima pertvarkyti žymint naują funkciją


[image: image99.wmf](

)

{

}

{

}

0

P

=

t

e

,





(5.20)
čia 
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Šios funkcijos reikšmė laiko taške, arba laiko momentu 
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Pritaikius šią formulę lygčiai (5.20), ją galima užrašyti tokiu būdu:
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(5.23) 
Čia matrica
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(5.24) 
yra vadinama liestine standumo matrica laiko momentu t.

Tarkime, kad sprendinys taške 
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(5.25)
o nauju laiko momentu 
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Prieaugis 
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(5.27)
Formuluotės prieaugiais iliustracija vieno kintamojo U atveju pateikiama 5.3 pav.
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5.3 pav. Formuluotės prieaugiais iliustracija

Formuluotė prieaugiais yra realiai taikoma netiesiniams uždaviniams sudaryti ir spręsti. Čia  atsiranda nauja struktūrinė elemento matrica – liestinė standumo matrica 
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. Kaip ir netiesinė standumo matrica, liestinė standumo matrica (5.24) priklauso nuo konkretaus uždavinio ir aptariamos konkrečiam baigtiniam elementui atskirai.
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